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Aufgabe 6

Aktueller Knoten / | A |B | C | D
Entfernung

- 0 00 | 00 | 00
A 2 3 1
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D —4

A 1

B -3 -2
C

D =5

Sei V :={A, B,C, D} die Menge der Knoten des Gra-
phen.

Der Algorithmus hat einen Zyklus mit negativem Ge-
samtgewicht gefunden, da nach der |V|— 1-ten Wieder-
holung immer noch Verbesserungen moglich waren.

Aufgabe 7

Knoten | A | B| C | G| E | F
B 2 - - - - -
C 6 6 - - - -
D oo | oo | 1311313 13
E oo | oo | 8 8 - -
F oo | oo | 1212 | 10 -
G 7 7 7 - - -

Tabelle 1: Ergebnis des Dijkstra-Algorithmus in tabe-
larischer Form

Die grau unterlegten Zellen markieren, an welcher Stel-
le fiir welchen Knoten die minimale Distanz sicher be-
rechnet worden ist.

Aufgabe 8

Sei der Graph G (Abb. [3) mit den Knoten {4, B,C}
gegeben durch:

3
& ©
Abbildung 1: Graph G

Seien s =Aund t =C.

Der Dijkstra Algorithmus fithrt zu folgendem
kiirzestem Pfad vom s nach ¢ gegeben durch den Baum
Bli

3

2
Abbildung 2: Baum B,

Die Algorithmen von Prim/Kruskal erzeugen folgen-
den minimalen Spannbaum B in G

2 2

Abbildung 3: Baum B,

Die Biaume B; und B, stimmen also offensichtlich
nicht miteinander iiberein.

Aufgabe 9

Aufgabe 9.a

Sei E die Menge der Kanten des Graphens G =
(V,E,w), min(E) = z mit z € E und w(z) =
min(w(F)) die Kante mit dem geringsten Gewicht. Sei
die Addition iiber Kanten als addition ihrer Gewich-
te definiert (das bedeutet die Kanten an sich werden
nicht veréndert, sondern nur die zugehorige Gewich-
tungsfunktion. Unter Missbrauch der Notation notie-
ren wir diese Operation als Operation auf den Kanten.
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Dies ist moglich, da w mit unserer Definition ein Iso-
mirphismus ist). Nun ist

¢:E— E,e—e—min(E)

ein Isomorphismus beziiglich der >Verkettung< der
Kanten, da nur ihre Gewichte gednder wer-
den. ¢ verdndert nicht das Ergebniss von Ver-
gleichsoperationen  iiber den  Kantengewichten
(Ver,ea € E:wler) > w(ex) & e > eg).

Sei (@) der Graph G mit der Menge der Kanten ¢(G).

Da ¢ (und somit auch die Inverse p~!) die Ver-
gleichsoperationen in keiner Weise veradndert, gilt:
o(Prim(G

)
' (p(Prim(G))
< Prim(G) = ¢~

)= Prlm( (@) @
) =@~ (Prim(p(G))) (1)
!(Prim(p(G))) (1)

da fiir alle Graphen G der Graph ¢(G) offensichtlich
nur Positive Knoten enthélt, ist der Algorithmus von
Prim auch ohne anpassung auf Graphen mit beliebigem
Kantengewicht anwendbar.

Da minimale Spannbdume stets eindeutig sind, gilt
die Behauptung also fiir alle Algortihmen, die minimale
Spannbdume generieren.

=27

QED

Aufgabe 9.b
Nach Vorlesung gilt:

Prim(G) = {-5,

~2,6,—4, 7]

Aufgabe 10

Algorithmen, die den geforderten Baum liefern sind die
von Prim und Kruskal zur Bestimmung des minimalen
Spannbaums (MST) in einem Graphen.

Beweis: Gegeben sei der Graph G = (V, E,w) mit
w: E — Zio. Sei S ein Graph gegeben durch den
MST in G. Sei z ein n-Tupel mit n € Ny. Sei = gege-
ben durch die Kantengewichte von S. Dann gilt nach
Vorlesung: Es ist .S ein Baum und es ist Zze[l ] i Mi-
nimal. Sei nun B = (V, Ep, f) ein Teilbaum so, dass
B C G und |Eg| = n gilt. Sei ein weiteres n-Tupel
y gegeben durch die Kantengewichte von B. Dann
de € f(Ep) : e > z;Vi € [1,n]. Daraus folgt, dass
[Tico,n ¥i > Ilicjo,n) i gilt. Insgesamt folgt nun, dass
der durch einen MST-Algorithmus erzeugte Graph §
auch Beziiglich des Produkts der Kantengewichte mi-
nimal ist.

O

1Unter missbrauch der Notation referenzieren wir hier die
Kanten des Graphens G iiber ihr jeweiliges Gewicht. Diese Dar-
stellung ist in diesem Fall eindeutig.

Die Algorithmen von Prim und Kruskal finden al-
so auch den beziiglich der Multiplikation minimalen
Spannbaum falls die Funktion der Kantengewichte die
Form g : E — R>( hat. Nach Vorlesung ergibt sich
demnach eine Laufzeitkomplexitét von O(|E|log|V]).

O

QED
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