Ubungsgruppe 4

22. Mai 2017

Datenstrukturen und Algorithmen

Abgabe: 24.05.2017

fLél? %

Georg C. Dorndorf Matr.Nr. 366511
Adrian C. Hinrichs Matr.Nr. 367129

Aufgabe 5

Der Array Inhalt nach jeder Partition-Operation.

[5[4fo]9]2]1]3]7]6]8]
(a) Ausgangslage.

[1]2]o]3]4]5]6]7]8]9]

(b) Erster Aufruf der Partition-
Operation

lo]2]1]3]4]5]6]7]8]9]
(c) Zweiter Aufruf der Partition-
Operation.
[0]1]2]3]4[5]6[7[8]9]
()

8ritl’,er Aufruf der Partition-

‘ peration.

Abbilliung 1: Der Quicksort-Algorithmus

Aufgabe 6

Quicksort kann in der Praxis fiir teilweise oder ganz
sortierte Arrays aber auch bei Arrays, die Daten mit
Mustern enthalten optimiert werden. Dies ist moglich.,
indem das Pivor-Element nicht von den Réndern des
Arrays gewéhlt wird, sondern von pseudozufilligen
Stellen. Die asymptotische Komplexitidt wird dabei
nicht verdndert, da die Komplexitéit der Operation des
Erzeugens einer Pseudozufallszahl aus ©(1) ist.
Dieser Algorithmus ist unter der Vorraussetzung de-
terministisch, dass der Algorithmus zur Erzeugung der
Pseudozufallszahlen deterministisch ist. Da solche Al-
gorithmen existieren, existiert auch der oben beschrie-

bene verbesserte Quicksort. /

S/eLte (Alcu f'klvms/‘v/)
Queues implementiert

Aufgabe 7

Ein Stack kann mittels zwei

werden indem man als push-Funktion die enqueue-
Funktion der Schlange verwendet. Als pop-Funktion
des Stacks nutzt man die dequeue-Funktion der Queue
und kopiert diese in die zweite Queue wobei man das zu
letzt aus der ersten Queue dequeuete Element entfernt
und zuriickgibt. Dies erreicht man indem man die erste
Queue in einer while(not Queue.isEmpty())-Schleife
dequeuet wobei man immer ein Element zwischenspei-
chert bevor man das néchste in die zweite Queue en-
queuet. Nachdem die Schleife endet gibt man dann das
zwischengespeicherte Element zuriickgibt. Die zweite
- Schleife wird fiir die néchste Operation zur ersten. Die

isEmpty-Funktion kann man realisieren indem man auf
die erste Queue isEmpty () aufruft.

Diese Option einen Stack mit zwei Queues zu im-
plementieren hat bei der push-Funktion und bei der
isEmpty-Funktion eine Laufzeitkomplexitét von ©(1).
Die pop-Funktion hat eine Laufzeit von ©(n), da sie bei

jedem Aufruf den gesamten Inhalt des Stacks kopieren

muss. Es ist jedoch moglich diese Laufzeitverteilung
umzudrehen und dementsprechend die push-Funktion
mit O(n) Laufzeitkomplexitat arbeitend zu implemen-

tieremn.
o

Aufgabe 8
a)

Anhand der durchschnittlichen Entfe}mmg der Blatter
zur Wurzel: :

Sei A die anzahl der druchschnittlichen Vergleiche, B
die Menge der Blatter des Entscheidungsbaumes und
e(b),b € B die entfernung;dés Blattes b zur Wurzel des
Baumes.

i {% ZR,,JG Be(h)J 1 (1)
”':!j% S ¢€ 13()(1))J (11)

mit n =Anzahl der zu sortierenden Elemente.

b)

Zu zeigen: Die Anzahl der Vergleiche bei ei-
nem Vergleichs-basierenden Sortieralgorithmus ist im
Average-Case Q(nlogn).

Beweis:  Die durchschnittliche Anzahl an Ver-
gleichen ist der Mittelwert der Entfernungen aller
Blatter zur Wurzel. Sei b die Anzahl der Blétter eines
h hohen Entschiedungsbaumes zu einem Vergleichs-
basierendem Sortierungsalgorithmus auf n Elementen.
Da jede der n! moglichen Permutationen der Elemte
als Blatt im Entscheidungsbaum enthalten sein muss,

und die maximale Anzahl an Blidttern o' (nur) auf der

Untersten Ebene mlt b ZZ cnmcht ist, gilt:
/iw bowiad oy kL
bl b I11)
& logon! < h (IV)
Def.
g\ l_ < h>log,n! € Q(nlogn) (V)
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c)

Zu zeigen: Ein Bindrbaum der Héhe A enthiilt
héchstens 24! — 1 Knoten.

Beweis: (IA):

RS L B S
A=t o =P ol

(IV): Gelte die Behauptung fiir ein festes, aber belie-
biges h € Ny
(1S}

S e e S s B L e (VI)

=2l gt
(VII)

=202 1) 4 1
(VIII)

Hélt man sich den Aufbau eines Bindrbaumes vor Au-
gen, ist die giiltigkeit dieser Aussage offensichtlich. Die
Wurzel eines Bindrbaumes der Hohe h + 1 hat zwei
Teilbdume der Hohe h. Diese haben nach Indukti-
onsvorraussetzung maximal jeweils 2+t — 1 Knoten,
zuziiglich der Wurzel beldauft es sich also genau auf ma-
ximal 2(2"*! —~ 1) 4+ 1 Knoten.
Die Behauptung wurde per vollstindiger Induktion fiir
alle h € N nachgewiesen. /
QED

d)

Zu zeigen: Enthélt ein Bindrbaum n Knoten, so
betréigt seine Héhe mindestens [log(n + 1)] — 1.

Beweis:  Nach Aufgabenteil c¢) gilt, dass ecin
Bindrbaum der Hohe h mindestens 2"+ — 1 Knoten

hat. Sei n’ € N die Anzahl an Knoten eines maximalen
Bindrbaums mit der Héhe A’ € N:

nl= gl g (IX)

en +1=2"" (X)
Slog(n'+1)=h'+1 (XI)
Slog(n' +1)=h"+1 (XII)
log(n/ +1)-1=h (XII)

Wenn der Bindrbaum nicht maximal ist, ist folglich
auch n+1 keine Potenz von 2, (mindestens) die Unters-
te Ebene ist dann ndmlich nicht vollstandig gefiillt. Al-
8 ww@ww gelin s
gibt sich also folgende Formel fiir die minimale Hche h
eines Bindrbaumes mit n Knoten: h = [log(n + 1)] — 1.

QED
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Wir bitten vielmals den Nachtrag zu entschuldi-
gen und hoffen, dass es moglich ist diesen zu werten.
Nachdem wir am 23.05. vorschnell das Uebungsblatt
zum 24.05. abgegeben hatten fiel ein Fehler in un-
serer Visualisierung des Quicksorts (Aufgabe 5) auf.
Wir beriicksichtigten einen return-Aufruf nicht, der
die Partition-Operation vorzeitig beenden konnte. Hier
jetzt die hoffentlich korrekte Version.

Aufgabe 5

Der Array Inhalt nach jeder Partition-Operation.

[5[4[0f9[2]1]3]7]6]8]
(a) Ausgangslage.

[5]alof6]2[1[3]7[8]9]

(b) Erster Aufruf der Partition-
Operation.

[5]4]of6]2[1]3]7[8]9]

(¢) Zweiter Aufruf der Partition-
Operation.

[1]2]o[3]4[5]6]7[8]9]

(d) Dritter Aufruf der Partition-
Operation.

[o]2]1]3]4]5][6]7[8]9]

(e) Vierter Aufruf der Partition-
Operation.

L0]1]2]3]4]5[6]7]8[9]

(f) Fiinfter Aufruf der Partition-
Operation.

[0]1]2[3]4]5[6]7]8[9]

(g) Sechster Aufruf der Partition-
Operation.

[0]1]2[3]4]5][6]7]8]9]

(h) Siebter Aufruf der Partition-
Operation.

Lof1[2]3]4]5]6]7[8][9]
(i) Das fertig sortierte Array.

/

Abbildung 1: Der Quicksort-Algorithmus

Aufgabe 8

Noch ein Nachtrag zu Aufgabe 8 a). Diese Version ist
hoffentlich verstiandlicher wir wiirden uns freuen falls

du diese hier werten konntest. Wir arbeiten daran, dass
solch ein Nachtrag nickochmal vorkommt.

Zu zeigen: Die Anzahl der Vergleiche bei ei-
nem Vergleichs-basierenden Sortieralgorithmus ist im
Average-Case Q(nlogn).

Beweis: Die durchschnittliche Anzahl an Verglei-
chen ist der mittelwert der Entfernungen aller Blétter
zur WurzelJ\lV ir zeigen: Die Anzahl der Vergleiche
im Worst-Case ist aus Q(nlogn).

Bei n zu sortierenden Elementen ergibt sich, dass der
Entscheidungsbaum n! < [ Blétter hat. Sei h die Hohe
des Baums. Da ein Bindrbaum mit Hohe h nie mehr
als 2" Blitter hat erhalten wir

{ nidd nohp wad g,
i‘ ehag falsd,

nl <1<k

daraus ergibt sich fiir h

n! <J<% [
enl < 2" / ¢ (1)
&logyn! < h - (9, (111)

Def.
<h > log, 'n,\/ef7 ;l(n log n) (IV)

Nun folgt unmittelbar, dass auch der Average-Case aus
Q(nlogn) ist, da er nach unten durch den Worst-Case
beschrénkt ist. 7\ - a

QED
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