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Aufgabe 5
Aufgabe 5.a

Ausgehend von der Annahme, dass die Laufzeit jeder elementaren Vergleichs-
operation {>, <, <,>,=} € O(1) liegt, ist die Rekursionsgleichung 7T'(n, m) der
laufzeit des Algorithmus:

0.
2 Tallen—10
T(n,m)=K T(n=1,m)+2, fallsn >0
T(n+1,m)+ f, falls n < 0
1

Aufgabe 5.b i

L falls n <=m

T(n,m) = ¢
(n,m) {T(n —m,m) +1, falls n > m</ //z

Aufgabe 6
Aufgabe 6.a \\‘\g Pmmlw rausschueiben 6 ¢ E ; )[(M/ &PeiafJ

Sei eine Funktion f mit f(n) = 277r,‘/§/gegeb/cn. Es fallt auf, dass (mindestens) g A&‘ /

ein & > 0 existiert, so dass f(n) € O(n'°8%4=¢) = O(n®"¢) gilt. P :
Beweis: Sei e = 0.1 — nun gilt v3~1.73206 < 1.9 =2 —¢.

Ergo gilt fiir jedes ¢ > 27, dass 27nV? asymptotisch schneller wiichst als ¢-n

¢ -mioBsb4—¢c da

Lo

& flgl il ARy :
1151';. ¢ nlogg64—c — :1-11—13010 c-ntd ()
. 27
il R 3
= 0¥ > 27, dan'? V3 > 1vn > 1 (I11)
(V) o

Mit dem MASTER-THEOREM folgt, dass T'(n) € ©(n!o8s 64)
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Aufgabe 6.b
Sei eine funktion f mit f(n) = ﬁj;—gﬁ/gegeben. Offensichtlich gilt

3 ;
fm o™+ 2 (v)
= O(n® + 2n) (V)
= 0(n?) (VI)
= O(n'82 ") - : (VII)
Mithilfe des MASTER-THEOREMS folgt nun, dass fiir T mit 7(n) = 8- T (3) +
n®+2n ilt:
T oLt
T(n) € O(n'??® . logn) (VIII)
= O(n’ - logn) (IX)
( e /
Y QED

Aufgabe 66

n
Bny=10: 1 <T()) +6-nlogy(n) (X)
Also gil}mil' dem Master-Theorem: , (XI)
aw)‘et b=10; ¢ = 10; f(n)=6-n-logy(n) und (X1I)
AR (XI1I)
log 10

Behauptung: Das MASTER-THEOREM ist nicht anwendbar.
Beweis: Fall M1 ist nicht anwendbanr:

f(n) € O(n'~°), da (XIV)
o 1 o0
lim sup f(n)/n'~¢ = limsup ,—]——]OE’T“,—) = 50 (XV)
n—00 n=—400 s

Fall M2 ist ebenfalls nicht anwendbar:

f(n) € ©(n') (XVI)
Fall M3 ist auch nicht anwendbar:
£(n) € Qn*), da -1 (XVII)
SN e A loge N
hgr_l»gl}f Flnlyns= lhn_l,lo%f ST 0 (XVIII)
(XIX)

Insgesamt ist also das MASTER-THEOREM nicht anwendbar.

QED
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Aufgabe 6.d

T(n) = 27 - T(l/’—;‘)) +n?4+nY? (XX)
Wir definieren:
b o= 2 '(:/:: 10;/1"(71,) = nf 4 ‘n,ﬂ; ﬁnd
 mess izi ?g ~ 1.4314 (XXI)

Es fillt auf, dass f(n) € Q(n*¢) fiir bestimmte ¢ erfiillt ist:

f(n) € Q(n¥+e) (XXII)
.. .n2+n"? S
= l1rr_1)1nf — g >0, dies gilt Ve > 0: B+ <2 (XXIII)
n o0 n

Also muss ¢ €]0,2 — E]. Nun muss gelten: b - f (&?) <d- f(n)

b-s (Z) <d- fiw) 1 (XXIV)

@27-/'(%) <d- f(n) 4 <1 (XXV)

27 <1%2 + (%)ﬁ> <d-(n?+n"?) Seid=27:  (XXVI)
oo (50 (07) <21 (u 4 (XXVI)
B2 (15 (7)< (2 + ) (XXVII)

Wobei (XXVIII) offensichtlich fiir alle n > 0 gilt.
Mit dem MASTER-THEOREM%%‘ nun
Y.

T(n) € © (n” -logn) _4 (XXIX)
=0 (n:%z% -log n) (XXX)

QED

Aufgabe 7
Aufgabe 7.a

Zu zeigen:

n

1 n
; i(i+1) n+1 (XXXI)
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Beweis:
(IA):n=1 (XXXII)
n 1 1
= XXXIII
Z ii+1 141 ( )
1 1 n /
o 5 e . s Al 1 (XXX
2 141 n+l tj\ ( v)
(IV) : Dies gelte fiir ein beliebieges, aber festes n € IN (XXXV)
(IS):n=n+1 (XXXVI)
n-+1 1
> (XXXVII)
fod i(i+ 1)
R U S 1 (XXXVIII)
T il 41) Nn+1+1)
(Vvy n 1
= XXXIX
n+1 +6'l,+ )(n+2) (XXXIX)
n(n +2) .
= XL
m+1)(n+2) (n+1)(n+2) (Kl)
nn+2)+1
e b XLI
(n+1)(n+2) ekl
n? +2n+1
- B XLIT
(n+1)(n+1) ( )
: (n+1n+2) o9 (XLIIT)
(n+1)(n+2) _05
reje 1+ 1 (XLIV)
n+2

Mithilfe von vollstandiger Induktion nach n € IN ist die obige Aussage be-

wiesen. -

Aufgabe 7.b

QED

Durch scharfes hinsehen ergibt sich folgende These: Die geschlossene Form fiir

R lautet: R(n) = c-n.

Beweis:
(TA):
i =0 5
R(n)=0=n
me =21
2 2
R(n) = I-R(O)—Fc:: | 0+c
=
=n-c )
s

(XLV)
(XLVI)
(XLVII)

(XLVIII)

(XLIX)
(L)

Vs
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(IV): Gelte die These fiir ein beliebiges, aber festes n € IN. Durch die funkti-
onsweise der vollstindingen Induktion kénnen wir (E annehmen, dass die These
auch fir alle m < n gilt.

(IS):
(n—>n+1): (LI)
2 , .
Rin+1)= P > R() | +c (LII)
1€[0,n]
vy 2 .
=" =1 ( Z - ’/) + ¢ (LIII)
/e[l).u]
2
= co Y i +e (LIV)
oy d 1€[0,n)
x 2:¢c (n+1)n
Tn+1l 2 B (V)

¢+ fi 6 / (LVI)
=c- ('n, -+ l) ’ (LVH)

* Markiert die Anwendung der GAUSSSCHEN SUMMENFORMEL.

2 SQ,L/ M’# QED
a {/{omfﬂh‘/njxumt eniges besse. als die /“lmlh[&!uy,fb a ran,

Rlalacn when]

ot



