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Aufgabe 3
Aufgabe 3.a

Zu zeigen: n?+n € O(n? —n)
Nach Definition gilt dies genau dann wenn gilt:

Ing €N,c; ERso:Vn>ng:n>+n < ¢1-(n?—n) (1)
aenl4n < g-n’P-c-n (2)

en < (—1)-n*>—cn (3)

sa+l)-n < (a—1)-n? (4)

g(cl—i—l) < (aa—=1)-n (5)

(6)

Dies gilt offensichtlich fiir alle n > 1, wenn ¢; > 2. Also gilt nach Definition die
Behauptung mit ng = 2 und ¢; > 2.

QED

Aufgabe 3.b
Zu zeigen: (n+1)(n? +3) € ©(n?)

n+1)n*+3) = n®+3n2+3 (7)

Damit die Behauptung erfiillt ist, miissen nach Vorlesung ng € N, ¢1,Cs € R+
existieren, so dass fiir alle n > 0 gilt:

nd<nd4n?4+3m+3<cy-n’ (8)
Sei g =1, so gilt:
c1-n®=n*<n®+3n+n?firallen € N 9)

Noch zu bestimmen: co € R,ng € IN. Es muss fiir alle n > ng gelten:

3

3 2
n +n +3 < c2-n (10)

A

3
QL:>Qn2+3n+3 <

(c2—D)n’ (11)
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da fiir alle n € Ny gilt: n +3n4+3 > 0, muss auch (c2 — 1)713 > 0 fiir alle
n € Ny gelten, also muss ¢, > 1 sein. Wir kénnen nach Vorlesung annehmen,
dass ng > 1 gilt, daher gilt fiir alle n > ng die Aquivalenz

n®>+3n+3

G S 1 (12)

Durch scharfes Hinsehen ergibt sich ein kandidat fiir ¢y, sei also co = 4:

n?>+3n+3
:7

53 =L+ L+ <1 (13)

Da i + # + % streng monoton fallend ist, ldsst sich durch scharfes Hinsehen
festellen, dass die Ungleichung offensichtlich fiir alle n > 2 erfiillt ist (da 3%2"'% =
é—i < 1). Also existieren ¢y, ¢ und ng mit ¢; = 1,¢2 = 4 und ng = 2 derart dass
die Gleichung 3] erfiillt ist.

Nach VL ist also die Behaupting (n + 1)(n? + 3) € O(n?) bewiesen.

QED
Aufgabe 3.c
Zu zeigen: (logn)? € O(n)
Nach Definition ist dies erfiillt , genau dann wenn:
1 2
Jec € R>p,¢c # 0 : limsup<0gn) =c (14)
- n— oo n
1 2 1
lim sup (logn) = lim supM cdotlogn (15)
n— 00 n n—oo n
pe7£ef. 0 (16)
Also gilt die Behauptung.
QED

Aufgabe 3.d

Zu wiederlegen: f(n)+ g(n) € ©(min(f(n), g(n)))

Seien zwei Funktionen f(n) = n und g(n) = (e™ — 7r)” gegeben. Nun gilt fiir
alle n € IN:

min(f(n),g(n)) = min(n, (e” —m)") =n = f(n) (17)

Also gilt fiir alle n € IN

©(min(f(n), g(n)) = O(f(n))
= O(min(f(n),g(n)) = O(f(n))

Somit ist die Behauptung wiederlegt.

Vgl https://xkcd.com/217/


https://xkcd.com/217/
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Aufgabe 3.e
Zu zeigen: ((f(n) € Q(g(n))) A (g(n) € Qh(n)))) = (f(n) € Q(h(n)))

Fn) € Qgm) > T €Ny > 0: f(m) > glm)ser  (20)
220 M > g(n) (21)
g(n) € Q(h(n)) = Ing e N,¢y >0:9(n) > h(n)*c] (22)

Aus & folgt:
%T) >g(n) > h(n)-cVn > max(ng,ng) (23)
= @ > h(n)-c\¥Yn > max(ng, ng) (24)
@9 (n) > h(n)-cic)Vn > max(ng, ng) (25)

Dies ist nichts anderes als die Definition der Klasse €.

QED
Aufgabe 4
k € IN konstant, Funktionsschar fo(n), fi(n),..., fu(n) € O(g(n))
Zu zeigen: ) ;.1 fi(n) € O(g(n)) Es gilt:
Vi e [0,k]: fi(n) =g(n) = (26)
> s ETOUY gm) = Okgm) @)
1€[0,k] 1€[0,k]
P O(g(m) (28)
QED
Aufgabe 5

Aufgabe 5.1

Der Algorithmus funktioniert indem er linear das Array nach allen Zykeln durch-
sucht ( :) und immer wenn er einen neuen gefunden hat diesen zunéichst ganz
durchléuft. Dabei z&hlt er die Elemente im Zykel und priift am Ende ob der zu-
letzt gefundene Zykel langer als der bisher ldngste ist. Falls dies der Fall ist wird
der index und die léinge aktualisiert ( :). Danach kehrt der Algorithmus zu
seiner Suche zuriick( ).
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a < input
index < 0
length < 0
length’ < 0

5: <0
globalcount < 0

while globalcount < a.length do

if afi]l == -1 then
10: if length’ > length then
index <1
length < length’
end if
length’ + 0
15: 1 < + + globalcount
else
i i
i < ali]
ali'] + -1
20: length’ + +
end if
end while

return index

Aufgabe 5.ii

Der Algorithmus hat eine lineare Worst-Case Laufzeit W(n) € ©(n) abhingig
von der Eingabelédnge n. Dies lédsst sich damit begriinden, dass die While-Schleife
jedes Element genau einmal iiberpriift und durch die Spriinge des Index i jedes
Element der Zykel genau ein weiteres mal besucht wird. Es ergeben sich also
genau W(n) = 2n Vergleiche der Elemente des Arrays. Nach der Definition von
O gilt W(n) € ©(n) da der Konstante lineare Faktor irrelevant ist.

QED
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